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Поводом для написания настоящей статьи 
явилась подборка материалов о применении рас-
пределения Ципфа в естествознании, а также 
развернувшаяся по ее поводу дискуссия на стра-
ницах журнала «Природа» [Бялко, 1993, 1995; 
Карасёв, 1995; Трубников, 1993, 1995]. Мне так-
же захотелось поделиться своим «опытом обще-
ния» с этим распределением, причем опытом 
скорее отрицательным, как будет видно из даль-
нейшего изложения. 

Представляется довольно очевидным, что 
многие эмпирические распределения, в том чис-
ле с широким разбросом измеряемых величин, 
можно описывать с помощью разных математи-
ческих моделей, то есть функций или «законов». 
И в смысле качества приближения, то есть от-
клонения наблюдаемых значений от значений, 
предсказываемых моделью, разные описания та-
кого рода могут почти не отличаться друг от 
друга. Как выбрать в таком случае одну модель 
среди множества возможных? Каковы критерии, 
заставляющие нас предпочитать одну функцию 
распределения другой? 

Цель настоящей статьи, которую можно рас-
сматривать как подтверждение и развитие идей, 
высказанных Б.В. Карасёвым [1995] в ходе упо-
мянутой дискуссии в «Природе», – проиллюст-
рировать решение указанных вопросов на кон-
кретном примере из палеопалинологии. Тради-
ционно палеопалинология – дисциплина доволь-
но далекая от математики (если не считать эле-
ментарных арифметических подсчетов), и та 
важная роль, которую играют в ней широкие 
распределения, кажется совершенно неожидан-
ной. Однако, коль скоро речь идет об универ-
сальности некоторого явления, именно наиболее 
«экзотические» примеры и представляются са-
мыми показательными и потому заслуживающи-
ми подробного рассмотрения. 

Ввиду того, что палеопалинология не отно-
сится к числу широко популяризируемых облас-
тей знания, вероятно, имеет смысл начать изло-
жение с основных понятий этой науки. 

 
Что такое спорово-пыльцевой спектр? 

 
Споры и пыльца (вместе они называются ми-

оспорами) – это микроскопические образования, 
служащие для размножения высших растений. 
Они имеют характерные размеры порядка не-
скольких десятков микрон, заключены, как пра-
вило, в оболочку, состоящую из прочного и хи-
мически инертного биополимера – спорополле-
нина, и могут легко переноситься по воздуху и 
воде на значительные расстояния. Благодаря фи-
зической и химической устойчивости споропол-
ленина они могут сохраняться в осадочных гор-
ных породах в течение многих миллионов лет и 
служат важным источником информации о рас-
тительном мире Земли в прошлые геологические 
эпохи. Морфологическое разнообразие миоспор 
соизмеримо с разнообразием производящих их 
растений, так что в первом приближении можно 
считать, что всякий вид растений производит 
свой специфический вид спор или пыльцы и 
дисперсные (т. е. найденные в отрыве от мате-
ринских растений) миоспоры позволяют опреде-
лять растения с точностью до вида. 

Для изучения ископаемых дисперсных миос-
пор их надо прежде всего извлечь из породы. 
Для этого образец породы (обычно массой около 
200 г) подвергается специальной физической и 
химической обработке, в результате которой все 
(или почти все) содержащиеся в нем миоспоры 
переводятся в какую-нибудь прозрачную жид-
кую среду (как правило, обычную дистиллиро-
ванную воду). Пробирка с 1–2 мл жидкости, где 
во взвешенном состоянии находятся все миоспо-
ры, извлеченные из одного исходного образца 
горной породы, называется палинологической 
пробой. Со многими оговорками (не все виды 
миоспор сохраняются в ископаемом состоянии, 
разные виды могут разноситься на разные рас-
стояния и т. д.) можно считать, что палинологи-
ческая проба приблизительно отражает некото-
рый палеофитоценоз, то есть определенное со-
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общество растений, обитавшее в прошлом на 
какой-то территории вокруг той точки, из кото-
рой взята проба. 

Как правило, горные породы или не содержат 
спор и пыльцы вообще, или содержат их в мас-
совом количестве. Поэтому число миоспор в ка-
ждой пробе настолько велико, что никто и нико-
гда не изучает их все: из пробы делается выборка 
в виде одного или нескольких препаратов, кото-
рые затем просматриваются под микроскопом. 
Способ приготовления и последующего изуче-
ния палинологического препарата может рас-
сматриваться как очень хорошая реализация той 
модельной ситуации, которая в математической 
статистике получила название случайной выбор-
ки без возвращения, причем объем этой выборки 
задается самим исследователем и может менять-
ся им по ходу эксперимента. 

Пусть, например, было изучено n миоспор и 
среди них выявлено t видов. Каждый из этих ви-
дов представлен некоторым числом экземпляров 

– ki (i = 1, 2, …, t; nk
t

i
i =

=1

), и для каждого вида 

вычисляется величина 
n

k
q i

i = , называемая его 

долей в спектре. 
Таким образом, результатом всей описанной 

деятельности палинолога является список из t 
видов, каждому из которых поставлена в соот-
ветствие величина qi (обычно выраженная в про-
центах). Такой список и называется спорово-
пыльцевым спектром, а число n – объемом этого 
спектра. 

Величины qi в полном соответствии с канона-
ми математической статистики рассматриваются 
как оценки величин Qi – долей соответствующих 
видов в исходной пробе, т. е. величин, численно 
характеризующих наши представления об отно-
сительном изобилии того или другого вида ми-
оспор. Спорово-пыльцевые спектры служат ос-
новным фактическим материалом, на котором 
основываются все приложения палеопалиноло-
гии: определения возраста горных пород, рекон-
струкции растительности, реконструкции клима-
та и т. д. 

 
Структура разнообразия –  
распределение Ципфа? 

 
Если считать, что разнообразие внутри какого-

нибудь множества объектов определяется груп-
пировкой этих объектов в некоторые подмноже-
ства (таксоны), в пределах которых объекты рас-
сматриваются как одинаковые, то под структурой 
разнообразия естественно понимать распределе-

ние таксонов по их численности. Многие распре-
деления, анализировавшиеся в статье Б.А. Труб-
никова [1993], можно рассматривать как структу-
ру разнообразия тех или иных множеств объектов. 
Ю.В. Чайковским [1990] была предложена новая 
наука – диатропика как общее учение о разнооб-
разии. При этом распределение Ципфа рассмат-
ривается как универсальная структура разнообра-
зия. Для биологических объектов эта универсаль-
ность была продемонстрирована английскими 
исследователями Д.Виллисом и Г.Юлом еще в  
20-х годах прошлого века. «Виллис обнаружил 
гиперболы не только в распределении таксонов (т. 
е. в распределении биологических родов по числу 
видов, семейств по числу родов и т. д. – А. Г.), но 
и в распределении индивидов по видам, явившись 
тем самым одним из основоположников учения 
об относительном обилии видов <…>. Именно 
это обилие может быть сопоставлено с частотой 
встречаемости слова по Ципфу, так что понятие 
статуса слова <…>, означающее его значимость в 
речи, можно сопоставить со статусом вида (его 
значимости в экосистеме)» [Чайковский, 1990, с. 
86–87]. 

Ясно, что структуру разнообразия можно про-
анализировать и для любого спорово-пыльцевого 
спектра. Для этого надо построить распределе-
ние входящих в него видов по значениям ki (или, 
если угодно, qi). На рис. 1 показаны такие рас-
пределения для нескольких спектров из перм-
ских отложений Русской равнины. Видно, что 
все они, кроме одного, представленного на рис. 
1, д (о нем отдельная речь впереди), имеют мак-
симум в точке 1=k , общий характер монотонно 
убывающей вогнутой кривой и, вероятно, могут 
быть хорошо описаны с помощью гиперболы. 
Таким образом, структура разнообразия и для 
спорово-пыльцевых спектров носит, по-
видимому, характер ципфовского распределения. 
Кстати, одна из четырех основных разработан-
ных в геоботанике моделей формирования раз-
нообразия фитоценозов, так называемая геомет-
рическая серия, также приводит к распределе-
нию Ципфа [Lamboy, Lesnikovska, 1988]. 

Казалось бы, все хорошо, все сходится, все 
совпадает. Однако… 

 
«Антропный принцип» в статистике 

 
Между числом видов t в спектре и функцией 

)(kf , описывающей структуру его разнообра-
зия, существует, очевидно, простая зависимость 


∞

=

2

1

)( dkkft . 
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Рис. 1. Структура разнообразия некоторых спорово-пыльцевых спектров из отложений татарского яруса 

Русской равнины: а – Исады, б – Аристово II, в – Дор, г – Вострое, д – Луптюг, е – Титово 
 

Однако, если моделировать функцию )(kf  
обычной формулой распределения Ципфа 

γ−= akkf )( , то для того, чтобы данный инте-
грал сходился, необходимо, чтобы показатель 
степени γ был больше единицы. Это обстоятель-
ство как-то сразу настораживает: что это за огра-
ничение на параметр распределения, вытекаю-
щее лишь из того факта, что некоторое число t 
реально существует? Заметим, кстати, что огра-
ничение это довольно существенно, так как оно 
сразу выводит функцию )(kf  из числа «класси-

ческих»: ведь в большинстве случаев при рас-
смотрении распределения Ципфа принимается 

1=γ . Но еще бóльшая «несуразность» выявит-
ся, если мы зададимся вопросом о качественной 
репрезентативности спектра. 

Если в исходной пробе общее число миоспор 
равно N, а общее число видов этих миоспор рав-
но T, то с содержательной палеопалинологиче-
ской точки зрения вполне справедливым пред-
ставляется, что TN >>  и число T должно счи-
таться конечным даже в такой модели, где объем 
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пробы рассматривается как бесконечно большой. 
Это следует из того, что палеофитоценоз, послу-
живший для формирования данной пробы, зани-
мал конечную территорию, на этой территории 
произрастало конечное число растений и уж тем 
более конечным было число видов этих расте-
ний. Практически же бесконечное число миоспор 
в пробе обусловлено тем, что по крайней мере 
некоторые из этих видов производили их в ог-
ромных количествах, что подтверждается на-
блюдениями над современными растениями. 

Эти соображения делают возможной поста-
новку вопроса о том, как соотносятся числа t и T; 
все ли виды, присутствующие в пробе, попали в 
спектр, и если не все, то какая их часть? Ясно, 
что в спектр не попали виды с маленькими зна-
чениями Qi. Поскольку при достаточно большом 
n ii Qq ≈  и, следовательно, ii knQ ≈ , то можно 

считать, что числом экземпляров ki в спектре 
представлены все те и только те виды, для кото-

рых величина nQi  попадает в интервал от 
2

1−ik  

до 
2

1+ik  и, следовательно, величина Qi попадает 

в интервал от 
n

ki 2

1−
 до 

n

ki 2

1+
. Таким образом, 

в спектр не попадут (будут «представлены» в 
нем нулем экземпляров) те виды, для которых 

n
Qi 2

1
0 << . Число таких видов можно рассмат-

ривать как значение функции f в точке 0=k . 
 
Однако, гипербола γ−ak  стремится к беско-

нечности при 0→k . Фактически это означает, 
что существует бесконечное число видов, не 
принадлежащих данному спектру (представлен-
ных в нем нулем экземпляров), и по мере увели-
чения объема спектра n (вспомним, что эта вели-
чина может произвольно меняться, в частности, 
неограниченно возрастать по ходу эксперимента) 
в нем будут появляться все новые и новые виды. 
Другими словами, оказывается, что число T бес-
конечно велико, а это, как мы видели, противо-
речит содержательным палинологическим пред-
ставлениям. 

Исторически первые описания структуры раз-
нообразия для спорово-пыльцевых спектров 
[Гоманьков, 1990] возникли позже, чем вопрос о 
их качественной репрезентативности, и именно в 
целях ответа на этот вопрос (оценку величины T 
можно получить, очевидно, проинтегрировав 
функцию )(kf  от нуля до бесконечности). Если 

считать, что соответствие или несоответствие 
эмпирического распределения какой-либо теоре-
тической модели есть объективная реальность 
(можно вспомнить слова из статьи Б.В. Карасёва 
[1995, с. 42]: «Покажем <…>, что часть приве-
денных авторами распределений на самом деле 
логнормальна <…>»; курсив мой – А.Г.), то в 
данном случае оказывается, что эта реальность 
объясняется не из другой объективной реально-
сти, а из представлений о корректности началь-
ной постановки задачи: мы принимаем за истин-
ные такие значения параметров (в нашем случае 
– такой вид теоретического распределения), ко-
торые делают осмысленным поставленный перед 
нами вопрос. 

Здесь можно увидеть аналогию с известным 
антропным принципом в физике, объясняющим 
наблюдаемые значения мировых констант на ос-
нове возможности существования во Вселенной 
разумной жизни и, следовательно, самой поста-
новки вопроса о мировых константах (см., на-
пример, [Казютинский, Балашов, 1989]). «Ан-
тропный принцип» в статистике заставляет нас, 
таким образом, отказаться от моделирования 
структуры разнообразия в спорово-пыльцевых 
спектрах с помощью распределения Ципфа и по-
искать для этой цели каких-нибудь других рас-
пределений. 

 
«Невидимые» виды 

 
До сих пор мы рассматривали распределение 

)(kf  при постоянном объеме спектра. Как будет 
вести себя эта функция при увеличении n? Если, 
согласно нашему предположению, величина T 
(«потенциальное» число видов в спектре) конеч-
на, то ясно, что функция )(kf  будет иметь мак-
симум в точке 1=k лишь при сравнительно ма-
леньких n. При увеличении же n ее максимум 
начнет смещаться в область все бóльших значе-
ний k, а слева от него будет формироваться об-
ласть малых значений )(kf , близких к нулю. 
Другими словами, функция )(kf  уже не будет 
монотонно убывающей, хотя сохранит свой 
асимметричный характер. Именно такой вид 
имеет эмпирическое распределение, изображён-
ное на рис. 2, д. Общее число видов в соответст-
вующей пробе было, очевидно, столь мало, что 
даже спектр сравнительно небольшого объема 
( 200=n ) оказался близким к «насыщению» и 
максимум функции )(kf  сместился в точку 

2=k . 
На основании общего характера поведения 

функции )(kf  можно предложить логарифми-
чески нормальное распределение для ее анали-
тического описания 
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где M и σ – обычные параметры логнормального 
распределения. Для того чтобы выделить в вели-
чине M компоненту, не зависящую от n, можно 
положить nmM ln+= , и тогда соответствую-
щая формула примет вид 
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где m и σ уже такие параметры, значения кото-
рых специфичны для каждой пробы, но не зави-
сят от объема спектра n. Можно привести и еще 
один аргумент в пользу такого описания, анало-
гичный тому, с помощью которого Б.В. Карасёв 
[1995] обосновывает фундаментальность лог-
нормального распределения. 

Чем определяется численность каждого вида в 
спектре? Очевидно, она зависит от множества 
независимых природных факторов: от численно-
сти материнского вида в исходном палеофитоце-
нозе, от количества миоспор, которое каждое 
растение этого вида производило за один сезон, 
от способности миоспор данного вида к разносу, 
от устойчивости их оболочек к разложению, от 
скорости осадконакопления в точке отбора об-
разца, от размеров самого образца и т. д. Оче-
видно, что каждый из этих факторов будет вли-
ять на итоговую численность в виде некоторого 
коэффициента, то есть сама эта численность бу-
дет равна произведению большого числа пара-
метров, каждый из которых обусловливается ка-
ким-либо природным фактором. Таким образом, 
численность вида в спектре может рассматри-
ваться как произведение, а логарифм этой чис-
ленности – соответственно как сумма большого 
числа независимых случайных величин. Поэтому 
логарифм численности будет иметь, скорее все-
го, нормальное распределение, а сама числен-
ность, соответственно, – логнормальное. 

В эмпирически наблюдаемых распределениях 
мы, однако, не знаем, чему равняется )0(f .  

Виды, для которых 
n

Qi 2

1< , остаются как бы 

«за кадром». Такого рода распределения в мате-
матической статистике называются односторон-
не усеченными. В нашем случае за «точку усече-

ния» естественно принять величину 
2

1
 (середину 

отрезка [0; 1]). 

Предлагаемая математическая модель позво-
ляет легко оценить количество этих «невиди-
мых» видов. В самом деле, если )(kf  – логнор-
мальное распределение с параметрами M и σ, 

усеченное в точке 
2

1
, то величина kln  будет 

иметь нормальное распределение с теми же па-

раметрами, усеченное в точке 2ln
2

1
ln −= . Для 

нормальных односторонне усеченных распреде-
лений существуют специальные таблицы (см., 
например [Янко, 1961]), по которым легко мож-
но оценить их параметры, в том числе и особен-
но важную для нас «степень усечения», то есть 
долю «невидимых» видов, а следовательно, и 
общее число видов в пробе. Если степень усече-

ния равна P, то, очевидно, 
P

t
T

−
=

1
. 

 
Практика – критерий истины 

 
Можно сказать, что с помощью аппроксима-

ции структуры разнообразия спорово-пыльцевых 
спектров логнормальным распределением мы 
научились определять их новую характеристику 
– величину «истинного» разнообразия спектра T. 
Знание этой величины представляется чрезвы-
чайно важным, поскольку она отражает (хоть и с 
искажениями) флористическое разнообразие на 
территории, расположенной вокруг той точки, из 
которой была взята палинологическая проба. Это 
разнообразие, в свою очередь, определяется в 
значительной степени климатическими фактора-
ми. Таким образом, анализируя изменения вели-
чины T во времени, можно сделать определенные 
выводы о динамике климата на рассматриваемой 
территории. 

С помощью описанного метода я оценил «ис-
тинное» разнообразие в 17 палинологических 
пробах, происходящих из сравнительно неболь-
шого стратиграфического интервала (верхи ка-
занского и татарский яруса пермской системы) и 
региона (междуречье рр. Сухоны и Вятки; рис. 
2). Все проанализированные пробы были взяты 
из литологически достаточно однородной толщи, 
которая накапливалась в условиях аллювиально-
озерной равнины и аридного или семиаридного 
климата [История…, 1987; Твердохлебов, 1996; 
Gomankov, 1992]. Таким образом, они могут счи-
таться происходящими из одной ландшафтной 
зоны, а колебания их разнообразия – обуслов-
ленными преимущественно климатическими 
причинами и в первую очередь, вероятно, изме-
нениями влажности. Оценки общего числа видов 
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Рис. 2. Географическое положение проанализированных спорово-пыльцевых спектров: 1 – Бобровское;  
2  –  Вострое;  3 –  Копылово;  4 – Исады; 5 – Аристово; 6 – Виледь; 7 – Титово; 8 – Калиновка; 9 – Дор;  

10 – Луптюг; 11 – Чижи; 12 – Шихово-Чирки 
 

в пробах приведены в таблице, а стратиграфиче-
ское положение соответствующих местонахож-
дений – на рис. 3. 

Можно заметить, что видовое разнообразие в 
палинологических пробах довольно закономерно 
изменяется по разрезу. Исключение составляет 
лишь одно местонахождение – Титово, где число 
видов существенно больше, чем в других пробах, 
имеющих примерно тот же возраст. Объяснение 
этого факта может заключаться в том, что мио-
споры, определенные как однолучевые споры 
?Punctatisporites sp. и доминирующие в данном 
спектре, на самом деле представляют собой цис-
ты водорослей, которые, в отличие от миоспор, 
не приносились издалека в те водоемы, где фор-
мировались соответствующие осадочные поро-
ды, а «обитали» в самих этих водоемах. В ре-
зультате механизм формирования численности 
доминирующего вида в данном спектре был су-
щественно иным, чем во всех других, что прида-

ло структуре его разнообразия достаточно не-
обычный облик и сказалось на оценке общего 
числа видов. Для большей наглядности общей 
картины динамики разнообразия в пермских 
спорово-пыльцевых спектрах местонахождение 
Титово не показано на рис. 3. Общая же законо-
мерность в изменении разнообразия позволяет 
выделить внутри рассматриваемого временнóго 
интервала 5 этапов, которые интерпретируются 
как этапы относительного иссушения и увлажне-
ния климата (рис. 3). 

I этап, отвечающий концу казанского века, 
характеризуется весьма высоким палинологиче-
ским разнообразием (T=272) и, соответственно, 
очень влажным (по сравнению с последующими 
этапами) климатом. На II этапе, охватывающем 
раннетатарское время (уржумский горизонт), 
наблюдается иссушение климата и, соответст-
венно, падение числа видов в пробах до значе-
ний, близких к 60. На III этапе, отвечающем са-
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Рис. 3. Распределение «истинного» разнообразия миоспор в палинологических пробах из татарского  

и верхов казанского яруса 
  

мым низам вишкильского горизонта (основание 
сухонской свиты), происходит дальнейшее ис-
сушение климата и понижение разнообразия до 
40–46 видов, хотя на последующем IV этапе, со-
ответствующем верхней (и большей) части виш-
кильского горизонта, разнообразие восстанавли-
вается примерно до уровня, характерного для II 
этапа (T=53–56). Наконец, V этап отвечает вят-
скому горизонту и характеризуется новым иссу-
шением и уменьшением разнообразия в пробах 
до 40 видов и меньше. 

Если научную деятельность представить 
себе как последовательность актов выбора, 
то «правильность» каждого такого выбора 
определяется, очевидно, богатством выте-
кающих из него методических и фактических 
следствий. В настоящей статье я стремился 
показать, что в ситуации выбора между лог-
нормальным распределением и распределе-
нием Ципфа «правильный» выбор должен 
совершаться в пользу логнормального рас-
пределения. 



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ И МЕТОДИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ПАЛЕОБОТАНИКИ 

28 

Таблица 
Сведения о спорово-пыльцевых спектрах из верхов казанского и татарского яруса  

Восточно-Европейской платформы 
 

№ п/п Местонахождения Объем спектра (n) Число обнаруженных 
видов (t) 

Оценка «истинного» 
разнообразия (T) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

Луптюг 
Дор 
Калиновка 
Титово 
Виледь II 
Виледь I 
Аристово II 
Аристово I 
Исады 
Чижи 
Копылово IV 
Копылово III 
Копылово II 
Копылово I 
Бобровское 
Вострое 
Шихово-Чирки 

200 
200 
200 
235 
200 
200 
200 
143 
200 
186 
200 
200 
200 
200 
200 
200 
200 

39 
28 
31 
23 
29 
29 
34 
30 
31 
40 
33 
25 
37 
31 
40 
55 
30 

40 
35 
34 
83 
34 
46 
44 
35 
53 
56 
46 
40 
61 
40 
52 
67 
272 
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